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Modelo de Risco individual

Modelo de Risco coletivo

X; Independentes

n n
Sind = ZXL' = Z B;l;
i=1 i=1
n n
Xl-) = ) E(X)
=1

i=1

E(Sind) ~ E(
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Sina» Xi» By, I

Ms,o(® = | [ My, (0
i=1

E(Sma) = ) EBDa;
i=1

n n

var(Sia) = ) var(B)a+ ) E(BY2a:(1—a)

i=1 i=1

X; Independentes e identicamente distribuidas

N
Scol = ZXi
i=1
N
E(Scol) =F Xi
=1

l

SCOl' Xi' N

Ms_ ,(£) = My (In Mx(t) )

E(Scol) = E(N)E(X)

var(S.o) = E(X)? var(N) + E(N)var(X)




Modelos de risco Coletivo- A distribuicdo de S.,;, os
sinistros coletivos.

O método da convolucado a partir da distribuicao de X e N.

Fs,,,(8) = Xk_o P™(s) P(N = k) P*(s) = P(X; + Xp+... +X), <



Modelos de risco Coletivo

O processo de convolucdo no modelo de
risco coletivo leva em consideracao a convolucao
entre os sinistros ocorridos dado que a
quantidade ocorrida também ¢é uma variavel

aleatoria.
Modelo de risco individual Modelo de risco coletivo
Fk) — F, Fk-1) pk) — P, * pk=1)
S 2
2 *
B2 ()= ) Fl(s = 5)Pr(y) R26) =y PPy
j=0 k=0

X (discreto) — S,.,; (discreto)

X(continuo) — S.,;(continuo)



Modelos de risco Coletivo

Pelo método de convolugdo a partir da
distribuicdo de X e N.

FScol(S) = zITIACL=O P*k(S)PN(k)

P*(s) = P(X; + Xp+... X} < 5)

fScol(S) = 7I;L=O p*k(s)PN(k)

p*(s) = p(X{ + Xo+...+X;, = 5)

X continuo.

P*k(s) = [ P**=1(s — h)f (W) dh

p™(s) = [, p* (s — h)f (W) dh



EXEMPLO 1: Calcular Fs_,(s), quando X ~ Exp(a) e
N ~ Po(A).

Fo. . (5) = TR o P*(s) P(N ="k) P(s) = [ P**=1(s — h)f (h)dh

Assim:
_Aﬂk

e
() = ) PY(s)—
k=0 '




Calculo de P**(x)

IR = 00 K Upa iR nl1)2=] Hea)ss b 24 Tl s20

Pk (s) = f P*k=1(s — h) f(h)dh

h

P*2)(s) = J SP*Z-l(s — h)f(h)dh = Jrsp*l(s — h)f(h)dh
0 0

S
P2 (s) = f [1 — e 96~W]gehgh
0

PrD(s) =1—e (1 + as)



P*3—1(
S
—h)f(h
)dh = S
fo P2(s — h)f
(h)dh

P*3(s) = j

0

Pa(s) = | S
O {1 N e—a(s—h)
11+ a(s
— h)]}a
e—ah
dh

P*3(s)
=1—e % [1
+ as + (as)z
o



Desta forma, entéo, chega-se a seguinte formula de P**(s)

Pl(s) =1—e™ s

P*%(s)=1—e *(1 + as)

2
P3(s)=1—e7 %5 [1 + as + (as) ]

2!

P*f(s)=1—e79 zk_l (a.s)l

lim P**(s) =1 — e %e% = lim P**(§<s) =0

k—o0 k— o0



Como:

e
Fo(9) = ) P(s)—
k=0 '

Tem-se que:

FSCOI(S) — z
k=0

1 — e‘“sz

—AAk

k—1 (as)i'

—AAk

k!
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Comportamento de Fs_ (S) com a =0,2,4 =10 para diferentes quantidade de
apéblices n.



EXEMPLO 2: Adicionalmente pode-se calcular
p**(s) e fs_(s), quando X ~ Exp(a) e N ~ Po(Q).

—AAk

fo (s) = ;p*k@ —




Calculo de P**(x)

7l Wsa £2 AL8)7=] A sy BV0

p*(s) = fp*"‘l(s —h) f(h)dh

h

S S

p*2=1(s — B)f (R)dh = j p*1(s — R)f (R)dh

0

p* ) (s) = J

0

S
p*(2)(s) = j [ae‘“(s‘h)]ae‘“hdh = q’se %
0



Calculo de P**(x)

1 Wise S AL deS £ su 20

p*(s) = fp*"‘l(s —h) f(h)dh

h

2 as

p*2(s) = a’se”

S X

p*3(s) = j p*3-1(s = B)f(R)dh = j p*2(s — h)f (W) dh
0 0

S 3-2 ,—QS

a3s?e
p*3(s) = j a%(s — h) e ¥~ ge-ahgp = ;
0




Calculo de P**(x)

p*l(s) =ae ™ ,5s >0

p*(s) = a’s e %S

3.2 —as
a’s< e
*3 -
A=
p*(s) 5
akSk—le—as

PH6) =
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Comportamento de fs ,(S) com a =0,2,4 =10 para diferentes quantidade de
apéblices n.



Modelos de risco Coletivo

Pelo método de convolugdo a partir da
distribuicdo de X e N.

Fscol(s) = Yh=o P(s)Py (k) Pscol(S) = Y=o P (s)Py (k)

P*(s)=PX{ +Xp+...+ X, < 5)| p**(s) = p(Xy + X,+...+X, = 5)




Modelos de risco Coletivo

Pelo método de convolugdo a partir da
distribuicdo de X e N.

Ps,oi(s) = ) p™(s)Py(k)
k=0
p**(s) = p(X; + Xp+...+X;, = 5)
Quando X é discreto tem-se

<0 { Oses#0
kil {1ses=0

p™(s) = Zpes ™71 (s — WIpx ()
Considere h como um dos valores possiveis para X.



EXEMPLO 3: Uma carteira de seguros produz 0, 1

ou 2 sinistros com as respetivas probabilidades:
20%,50% ¢ 30%. Um sinistro dessa carteira assume 0S

valores R$100, R$200 ou R$300, com as respectivas
probabilidades: 20%, 70% e 10%.

Construa a distribuicdo convoluta dos sinistros
agregados S;,;.

X; R$100 R$200 R$300

PXL_(xi) 0,2 0,7 0,1

N P(N) Scol

0 0,2 S..; =0
1 05 S.. =X, {R$100,R$200,R$300}

2 03 |S., =X +X, {R$200,R$300,R$400, R$500, R$600}




Em primeiro lugar, computemos todas as combinacoes
possiveis de frequéncia e severidades e assim obtemos os valores
possiveis de sinistros agregados e associados as probabilidades de
OCOITéncia

Oses #0

Por definicao tem-se que p*°(s) = {1 se s =0

e Logo para k = 0:

p*°(0) =1

p*0(100) = 0
»*0(200) = 0
»*0(300) = 0
p*0(400) = 0
p*0(500) = 0

p*0(600) = 0



Para k = 1:

Usando p*f(s) = X p™ ¥ (s —h)py(h) sendo k os possiveis
valores assumidos por N.

p*1(0) = X)_op* 71 (0 — W)px(h)

p*1(100) = 3.5 p*' (100 — h)py (h)
p1(200) = 3725 p** 1 (200 — h)px(h)
p*1(300) = X520 p* 7 (300 — h)px ()
p*'(400) = 3320 p*' " (400 — h)px ()
p*1(500) = Y7320 p*1~1 (500 — h)px (h)

p*1(600) = Y229 p*11 (600 — h)px (h)



p*1(0) = p*°(0)px(0) = 0
p*1(100) = p*°(100)px(0) + p*°(0)px(100) = 0, 2
p*1(200) = p*° (200)px(0) + p*°(100)px (100) + p*°(0)px(200) = 0,7

p*1(300) = p*°(300)px(0) + p™°(200)px(100) + p*°(100)px(200) + p**(0)px(300) =
0,1

p*1(400) = p*°(400)px(0) + p*°(300)px(100) + p*°(200)px(200) + p*°(100)px(300) +
p*°(0)px(400) = 0

p*1(500) = p*°(500)px(0) + p*°(400)px(100) + p*°(300)px (200) + p*°(200)px(300) +
p*°(100)px (400) + p*°(0)px(500) = 0

p*1(600) = p*°(600)px(0) + p*°(500)px(100) + p*°(400)px(200) + p*°(300)px(300) +
p*°(200)px(400) + p*°(100)px(500) + p*°(0)px(600) = 0



S .ol N=0 N=1
0 p™0(0) = 1 p*1(0) = 0

100 »*0(100) = 0 p*1(100) = 0,2
200 p*0(200) = 0 p*1(200) = 0,7
300 »*0(300) = 0 »*1(300) = 0,1
400 p*0(400) = 0 p*1(400) = 0
500 p*0(500) = 0 p*1(500) = 0
600 p*9(600) = 0 p*1(600) = 0




Para k = 2:
p*2(0) = Xp_op*? 710 — K)px(h)

p**(100) = 3,25 p**~ (100 — h)px (h)
p*?(200) = 3720 p™*~1 (200 — h)px (h)
p**(300) = 332, p™*~1 (300 — h)px (h)
p*?(400) = 3720 p™*~1 (400 — h)px (h)
p*%(500) = X325 p*** (500 — h)px (h)

p*%(600) = 3520 p*2~1 (600 — hW)px(h)



Para k = 2:
p*2(0) = p™1(0)px(0) =0

p*%(100) = p*1(100)px(0) + p**(0)px(100) = 0
p*2(200) = p*! (200)px(0) + p*1(100)px(100) + p*1(0)px(200) = 0,04

p**(300) = p*(300)px(0) + p*(200)px(100) + p**(100)px(200) + p*'(0)px(300) =
0,28

p*%(400) = p*1(400)px(0) + p*1(300)px(100) + p*1(200)px(200) +
p*1(100)px(300) + p*1(0)p,(400) = 0,53

p**(500) = p™' (500)px(0) + p** (400)px(100) + p**(300)px(200) +
p*1(200)px(300) + p*1(100)px (400) + p*1(0)px(500) = 0,14

p*%(600) = p*1(600)px(0) + p*1(500)px(100) + p*1(400)px(200) +
p*1(300)px(300) + p*1(200)p, (400) + p*1(100)px (500) + p*1(0)p,(600) = 0,01



P(N=0)=0,2

P(N=1)=0,5

P(N=2)=0,3

Sct N=0 N=1 N =2
0 p°(0) =1 p(0) =0 p*2(0) =0
100 p*(100) = 0 p*1(100) = 0,2 p*2(100) = 0
200 p*°(200) = 0 p*1(200) =0,7 p*?(200) = 0,04
300 p*(300) = 0 p*1(300) = 0,1  p*2(300) = 0,28
400 p*°(400) = 0 p*1(400) =0  p*?(400) = 0,53
500 p*°(500) = 0 p*1(500) = 0 p*2(500) = 0,14
600 p*°(600) = 0 p*1(600) = 0 p*2(600) = 0,01
1 1 1




Agora se faz necessario sumarizar todas as combinacoes
que resultam no mesmo valor de sinistros.

Ps,oi(s) = ) D (s)Pu(k)
k=0

Logo

Ps,,,(0) = p™°(0)Py(0) + p™ (0)Py(1) + p™*(0)Py(2) = 0,2

Ps_,(100) = p*°(100)Py(0) + p**(100)Py(1) + p*2(100)Py(2) = 0,1
Ps_(200) = p*°(200)Py(0) + p*1(200)Py (1) + p*2(200)Py(2) = 0,362
Ps_,(300) = p*°(300)Py (0) + p**(300) Py (1) + p**(300)Py(2) = 0,134
Ps_,(400) = p*°(400)Py(0) + p*'(400)Py(1) + p**(400)Py(2) = 0,159
Ps_(500) = p*°(500)Py(0) + p*1(500)Py (1) + p*2(500)Py(2) = 0,042

Ps_ (600) = p*°(600)Py(0) + p*1(600)Py(1) + p*2(600)Py(2) = 0,003



1 0 0 T
0 0,2 0
0 0,7 0,04|[021= Pnx(0)
P (s)=[0 01 0,28 Io,s => Py(1)
0 0 053]10,3/= p,2)
O O 0,14
0 0 001.
|-|——I> p*2(s)
p*1(s)
= p(s)

Pg _,(0)=1%x02+0x05+0x0,3=0,2

Ps_(100) = 0% 0,2+0,2%0,5+0x 0,3 =0,1

Ps_,(600) =0x 0,2+ 0 x 0,5+ 0,01 x 0,3 = 0,003



Pscor(s) = o

FScol(S) = 1

(02 s=0

0,1s =100
0,362 s = 200
0,134 s = 300
0,159 s =400
0,042 s =500

\

0,003 s =600

(0

0,2

02+01=0,3
0,3+ 0,362 = 0,662

0,662 + 0,134 = 0,796

0,796 + 0,159 = 0,955

0,955 + 0,042 = 0,997
1

s<O0
0<s<100
100 <s < 200
200 <s <300
300 < s <400
400 < s <500
500 <s <600
s = 600
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Modelos de risco Coletivo-Convolucao

Fscol(s) = z P**(s)Py (k)
k=0

P*(s) = P(X{ + Xo+...+X,, < 5)

Quando X é discreto tem-se

0 _ 1 0ses<O
i (S)_{lses>0

P(s) = ) P*F71(s = Mypy (h)

h<s
Considere h como um dos valores possiveis para X.



Exemplo 1: Uma carteira de seguros produz 0,1 ou 2
sinistros com as respetivas probabilidades: 20%.,50% e
30%. Um sinistro dessa carteira assume os valores
R$100, R$200 ou R$300 , com as respectivas
probabilidades: 20%, 70% ¢ 10%.

Construa a distribuicdo convoluta dos sinistros

agregados S;,;.

R$100 R$200 R$300
PX (x ) 0,7 0,1

N P(N) Scol

0 0,2 S..; =0
1 05 S.; =X,  {R$100,R$200, R$300}

2 03 |S, =X +X, {R$200,R$300, R$400, R$500, R$600}




Oses <0

Por definicado tem-se que P*%(s) = {1 se s> 0

Logo para k = 0O:

P*0(0) =0

P*0(100) = 1
P*0(200) = 1
P*°(300) = 1
P*0(400) = 1
P*°(500) = 1

P*°(600) = 1



Para k = 1:

Usando P*¥(s) =Y, P 1(s — h)py(h) sendo k os possiveis
valores assumidos por N.

P 1(0) = Xh—o P 71(0 — M)px (M)

P*1(100) = Y729 P*1=1(100 — h)py (h)
P*1(200) = Y299 p*1=1 (200 — h)px (h)
P*1(300) = X329 p*1=1 (300 — h)px (h)
P*1(400) = Y729 p*1=1 (400 — h)px (h)
P*1(500) = Y7220 P*1=1 (500 — h)px (h)

P*1(600) = Y829 p*1=1 (600 — h)px (h)



P*1(0) = P*°(0)px(0) = 0
P*1(100) = P*°(100)py(0) + P*°(0)px(100) = 0
P*1(200) = P*° (200)py(0) + P*°(100)px(100) + P*°(0)px(200) = 0,2

P*1(300) = P*°(300)p,(0) + P*°(200)p,(100) + P*°(100)px(200) +
P*9(0)p,(300) = 0,9

P*1(400) = P*°(400)px(0) + P*°(300)px(100) + P*°(200)p,(200) +
P*°(100)px(300) + P*°(0)py(400) = 1

P*1(500) = P*°(500)p(0) + P*°(400)p,(100) + P*°(300)px(200) +
P*°(200)px(300) + P*°(100)px(400) + P*°(0)px(500) = 1

P*1(600) = P*°(600)px(0) + P*°(500)px(100) + P*°(400)px(200) +
P*°(300)px(300) + P*0(200)px(400) + P*°(100)px(500) + P*°(0)px(600) = 1



Scol N=0 N=1
0 P*°(0) =0 P*1(0) =0

100 P*°(100) =1 P*1(100) =0
200 P*0(200) =1 P*1(200) = 0,2
300 P*°(300) =1 P*1(300) = 0,9
400 P*0(400) = 1 P*1(400) = 1
500 P*9(500) = 1 P*1(500) =1
600 P*0(600) = 1 P*1(600) = 1




Para k = 2:

P*2(0) = Xh—o P*71(0 — R)px (h)
P*2(100) = Y329 P*271(100 — h)py (h)
P*2(200) = Y229 p*2=1 (200 — h)px (h)
P*2(300) = Y329 P*2=1 (300 — h)px (h)
P*2(400) = Y329 P*271 (400 — h)px (h)
P*2(500) = X229 p*2=1 (500 — h)py(h)

P*2(600) = Y229 P*2=1 (600 — h)pyx (h)



Para k = 2:

P*2(0) = P*1(0)px(0) =0
P*2(100) = P*1(100)px(0) + P*1(0)p,(100) = 0
P*2(200) = P*1 (200)p(0) + P*1(100)p,(100) + P*1(0)px(200) = 0

P*2(300) = P*1(300)px(0) + P*1(200)px(100) + P*1(100)px(200) + P*1(0)px(300) =
0,04

P*2(400) = P*1(400)p(0) + P*1(300)px(100) + P*1(200)px(200) +
P*1(100)p4(300) + P*1(0)p,(400) = 0,32

P*2(500) = P*1(500)py(0) + P*1(400)px(100) + P*1(300)px(200) +
P*1(200)px(300) + P*1(100)p,(400) + P*1(0)p,(500) = 0,85

P*2(600) = P*1(600)p(0) + P*1(500)px(100) + P*1(400)px(200) +
P*1(300)px(300) + P*1(200)px (400) + P*1(100)p4(500) + P*1(0)px(600) = 0,99



P(N=0)=0,2

P(N=1)=0,5

P(N=2)=0,3

Sct N=0 N=1 N =2
0 P*0(0) =0 P*1(0) =0 P*2(0) =0

100 P*0(100) = 1 P*1(100) = 0 P*2(100) = 0
200 P*0(200) = 1 P*1(200) = 0,2 P*2(200) = 0
300 P*0(300) = 1 P*1(300) = 0,9  P*2(300) = 0,04
400 P*0(400) = 1 P*1(400) =1  P*2(400) = 0,32
500 P*0(500) = 1 P*1(500) =1  P*2(500) = 0,85
600 P*0(600) = 1 P*1(600) =1  P*2(600) = 0,99




Pscol(S) =

0 0 0 7

1 0 O

1 02 0
1 09 0,04
1 1 0,32
1 1 0,85

.1 1 0,99.

= PrOs)

n

|

0,21= Pn(0)
0,5= Py(1)
0,3/ = Py(2)

L -

P*(s)

Fi,o(s) = ) P™(s)Py ()

k=0



(02 s=0
0,1s =100
0,362 s = 200
Pe.o;(s) = { 0,134 s =300
0,159 s = 400
0,042 s =500
10,003 5 = 600

Fscor(s) = o

FScol(S) = 1

(0 s<0
0,2 0<s<100
0,3 100 < s < 200
0,662 200<s <300
0,796 300 <s <400
0,955 400 <s <500
0,997 500 <s <600
L1 s = 600

(0

0,2

0,24+01=0,3

0,34+ 0,362 =0,662
0,662 + 0,134 = 0,796
0,796 + 0,159 = 0,955
0,955 + 0,042 = 0,997
. 1

s<0
0<s<100
100 <s <200
200 <s <300
300 < s <400
400 < s <500
500 <s <600
s = 600



EXEMPLO 2: Suponha uma carteira composta por 2
apolices identicamente distribuidas e independentes.

X; R$0,00 R$1000,00 R$2000,00 R$3000,00
P(X;)) 0,6 0,02 0,06 0,32

Modelando essa carteira de acordo com modelo
de risco individual. Obtenha a funcao de

probabilidade de S;;,4.



R$0,00 R$1000,00 R$2000,00 R$3000,00
P(X;) 0,6 0,02 0,06

0,32

ps(s) = Px, * Px, (s) = 2 Px, E5 x1)PX1(X1)

X1<S

S S(Xy,X3) Ps

0 (0,0) 0,36
1000 (1000,0) (0,1000) 0,024
2000 (2000,0)(1000,1000)(0,2000) 0,0724
3000 (3000,0)(2000,1000)(1000,2000)(0,3000) 0,3864
4000  (3000,1000)(2000,2000)(1000,3000) 00164
5000 (3000,2000)(2000,3000) 0,0384
6000 (3000,3000) 0,1024




EXEMPLO 3

Suponha uma carteira composta por 2 apolices
identicamente distribuidas e independentes.

X; R$0,00 R$1000,00 R$2000,00 R$3000,00
P(X;) 0,6 0,02 0,06 0,32

Modelando essa carteira de acordo com modelo de risco
coletivo. Obtenha a funcao de probabilidade de S,,;.



Solucao:

X; P(X; = x) I; P(I; = i) B = Xl = 1) P(B; = b;)
R$0,00 0,6 0 0,6
R$1000,00 0,02 1 0,4 R$1000,00 0,02
— = 0,05
0,4
R$2000,00 0,06 R$2000,00 ,06
— =0,15
0,4
R$3000,00 0,32 R$3000,00 0,32
s PR
0,4
> —
N P(N) = ( )0'4,10’62_,1 Seol Possiveis valores para S, .
n
0 0,36 St fiEzng
1 0,48 Sel =X;Vi=12 {R$1000,R$2000, R$3000)
2 0,16

Scol = X1+ X,

{R$2000, R$3000, R$4000, R$5000, R$6000}




P () = D P7() Puh)
k=0

p**(s) = p(X; + Xo+...+X; = 5)

Quando X é discreto tem-se

0 1 Oses #0
Breds) {1ses=0

p*(s) = Xpes 0™ (s — h)px(h)

Considere h como um dos valores possiveis para X.



P(N=0) = 0,36

P(N=1)=0,48

P(N=2)=0,16

Scot N=0 N=1 N =2
0 p(0) =1 p"(0) =0 p*(0) =0

1000 p*(1000) =0  p*(1000) = 0,05  p*2(1000) = 0
2000  p*°(2000)=0  p*1(2000) = 0,15  p*2(2000) = 0,0025
3000 p*°(3000) =0  p*1(3000) = 0,8  p*?(3000) = 0,015
4000  p*0(4000)=0  p*1(4000) =0  p*2(4000) = 0,1025
5000 p*0(5000) =0  p*(5000) =0  p*2(5000) = 0,24
6000  p*°(6000) =0  p1(6000) =0  p*2(6000) = 0,64




Pso(s) = ) 0™ (s) Py (i)
k=0

1 0 0
0 0,05 0
0 0,15 0,0025([0,36]= Pn(0)
P, (s)=|0 08 0,015 I0,48 = Py(1)
0 0 01025 [l016]= , o,
0O O 0,24
0 0 0,64 |
L L} Ly p2(s)
p*1(s)
(036 s=0 pr(s)

0,0240 s = 1000
0,0724 s = 2000
P, (s) ={0,3864 s =3000
0,0164 s = 4000
0,0384 s = 5000
(0,1024 s =6000




S S(XDXZ) P5
0 (0,0) 0,36 (036
1000 (1000,0) (0,1000) 0,024 0,0240
2000 (2000,0)(1000,1000)(0,2000) 0,0724 0,0724
Ps.01(s) = 40,3864
3000  (3000,0)(2000,1000)(1000,2000)(0,3000)  0,3864 0,0164
4000 (3000,1000)(2000,2000)(1000,3000) 0,0164 0,0384
10,1024
5000 (3000,2000)(2000,3000) 0,0384
6000 (3000,3000) 0,1024

2
E(Sing) = z E(B;)q;
i=1

E(S;pg) = 2200

2

var(Sipg) = Z[var(Bi)qi + E(B;)*var(l;)]

i=1

var(Siyg) = 3860000

s=0
s =1000
s = 2000
s = 3000
s = 4000
s = 5000
s = 6000

E(Scor) = E(N)E(X)

E(S.0) = 2200

var(S.,;) = E(X)?var(N) + E(N)var(X)

var(Ss;) = 3860000



Mg, (t) = Mx(t)Mx(t)

My (t) = 0,6 + 0,02¢1000t + 0,06¢2000¢ 4 0,32¢3000

Logo
Mg (£) = (0,6 + 0,02e1000t 4 0, 062000t 4 0, 32¢3000t)°
MScol (t) e MN(ln(MX(t)))

My(t) = (0,6 + 0,4€")? My (t) = 0,0510°0¢ + 0,15¢2000¢ 4 0,8¢3000¢

Mg, (t) = [0,6 + 0,4(0,05¢1000t 4 0,15¢2000t 4 (,8¢3000t)]2
Logo

Mg () = (0,6 + 0,02e1000 4 0, 062000t 4 0, 32¢3000t)
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EXEMPLO 1

Suponha uma carteira composta por 2 apolices
identicamente distribuidas e independentes.

X; R$0,00 R$1000,00 R$2000,00 R$3000,00
P(X;) 0,6 0,02 0,06 0,32

Modelando essa carteira de acordo com modelo de risco
coletivo. Obtenha a funcao de probabilidade de S,,;.



Suponha uma carteira composta por 2 apoélices

identicamente

dlStrlbUIdaS € lndependentes’ Xi R$0,00 R$1000,00 R$2000,00 R$3000,00
P(Xi) 0,6 0,02 0,06 0,32
X P(X; = x) I P(l; = i) B = Xl = 1) P(B; = b;)
R$0,00 0,6 0 0,6
R$1000,00 0,02 1 0,4 R$1000,00 0,02
— =10,05
0,4
R$2000,00 0,06 R$2000,00 0,06
— =0,15
0,4
R$3000,00 0,32 R$3000,00 0,32
0z =08

7 —
N P(N) = ( ) 0.470,62" Scol Possiveis valores para S,.,; .
n
0 0'36 Scol =0
1 0,48 Scot =X;Vi=1,2 {R$1000,R$2000,R$3000}
2 0,16 Scol = X1+ X5 {R$2000, R$3000, R$4000, R$5000, R$6000}




S S(X1,X2) Ps

0 (0,0) 0,36
1000 (1000,0) (0,1000) 0,024
2000 (2000,0)(1000,1000)(0,2000) 0,0724
3000  (3000,0)(2000,1000)(1000,2000)(0,3000)  0,3864
4000 (3000,1000)(2000,2000)(1000,3000)  0,0164
5000 (3000,2000)(2000,3000) 0,0384
6000 (3000,3000) 0,1024

2
E(Sing) = z E(B;)q;
i=1

E(S;pg) = 2200

2

var(Sipg) = Z[var(Bi)qi + E(B;)*var(l;)]

i=1

var(Siyg) = 3860000

PScol(S) = 4

(0,36

0,0240
0,0724
0,3864
0,0164
0,0384

10,1024

s=0
s = 1000
s = 2000
s = 3000
s = 4000
s = 5000
s = 6000

E(Scol) = E(N)E(X)

E(S.,;) = 2200

var(S.,;) = E(X)?var(N) + E(N)var(X)

var(S,e;) = 3860000



Mg, (t) = Mx(t)Mx(t)

My (t) = 0,6 + 0,02¢1000t + 0,06¢2000¢ 4 0,32¢3000¢

Logo
Mg, (£) = (0,6 + 0,02e1000t 4 0, 062000t 4 @, 32¢3000t)°
MScol (t) e MN(ln(MX(t)))

My(t) = (0,6 + 0,4€")? My (t) = 0,0510°0¢ + 0,15¢2000¢ 4 0,8¢3000¢

Mg, (t) = [0,6 + 0,4(0,05¢1000t 4 0,15¢2000t 4 (,8¢3000t)]2
Logo

Mg () = (0,6 + 0,02e1000 4 0, 062000t 4 0, 32¢3000t)



Férmula recursiva de Panjer

Alguns modelos de probabilidade podem ser
escritos como

b
P(n)=P(n—-1) (a + E),n =31 2 s
Familia de distribuicao (a, b) de Panjer.

*Recursividade é quando uma funcéo é definida em termos de si mesma, permitindo que ela seja
chamada repetidamente até que uma condicao de parada seja atingida



Férmula recursiva de Panjer

Pnh)=Pn—-1) (a + g),n = Ny KN

e Poisson(4)
e A

P(N =n) = m

PN = n) = %P(N Wz iy e Binomial Negativa(r, q)

n+r—1
a=0, bused e P(N= P(N:n)=< Jn )q"(l—q)"
r+n—1
PN = " P(N&I— 1)
a=1—q,b=%eP(N=O)=(1—q)".



Considere que o numero de sinistros N tal que N ~
Po(5), calcule P(N = 3)7

e >53

P(N =3) = 3 =~ 0,140
ou
P(N=n)=%P(N=n—1) a=0, b=1=5 e P(N=0)=
6_5
5(5/5
5 —_n="12(= -5
PN=3)=2p(N=2) | FPIW=9 3[2(1” )]
5
P(N =2) = EP(N =1) p—5c3

P(N =3) =
P(N =1)= IP(N =(0) =5e°



Férmula recursiva de Panjer

P(n)=P(n—-1) (a + g)n =1,2,3, ...

e Poisson(4) e Binomial(k,q)
e A" P(N=n) = (k) q"(1— k™
P(N = Tl) = y n
yl .. (k—n+1)q 3
P(N =n)=~P(N=n—1) PN =niSa_g ‘W=D
a=0, b=1 e P(N=0)=e* |
a=-7, b=(1+_q)" e P(N =0) = (1—q)*
poi<-function(n,1){
if(n==0){ Bin<-function(n,k,q){
poi<-exp(-4) if(n==0){
} else{ Bin<-(1-q)"k
poi<-(4 /n)*poi(n-1,1) } else{
} Bin<-((len+1)*q)/(n*(1-q))*Bin (n-
return(poi) 1,k,q)
} }
return(Bin)

*gramatica universal: a possibilidade de recursiidade, ou seja, inserir frases dentro de outras
frases indefinidamente. Ex.: “Jodo disse que Maria disse que Pedro disse que Joana comprou uma
casa’.



Férmula recursiva de Panjer para P(S.;)

Sendo S.p; = X, X;, entéo:

1 : bxi
P(S=s)= 1= aP(X = O)Z Ka+T>P(X = x;)P(S =5 —x;)

em que a e b vem da distribuicdo de N e P(§=0)=P(N =0)



5 —
N P(N) = ( )0, 470,62 Scol Possiveis valores para S, .
n
0 0,36 Scor =0 0,05 0,15 0,8
1 0,48 Scor =X; Vi=1,2 |{R$1000,R$2000,R$3000}
2 0,16 Scot = X1 + X3 {R$2000,R$3000, R$4000, R$5000, R$6000}

1 > bxi
P(S=s)= 1= aP(X = O)Z[<a+T>P(X:xl-)P(st—xl-)]

.9 1 : g (k+Dax AN
P(S_S)_1+1"TQP(X=0>ZK e (1_q)s>p(x_xl>13(s_s x)

P(S=s) = 2 K— g’: + Z:i) P(X =x))P(S=s— xl-)]




P(S=5s) = z K 04+ 2:l>P(X = x;)P(S = s — x;)

e P(S=0)=P(N=0)=0,36

e P(S=1000) = (— 3‘6‘ + 2:3380) P(X = 1000)P(S = 0) = 0, 024
e P(S=2000) = (— 3‘6‘ + 2;3830) P(X = 1000)P(S = 1000) +

0,4 e 2 x 2000
0,6 2000

)P(X = 2000)P(S = 0) = 0,0724



Distribuicdo de S.,;

Aproximacao pela normal
Scol ~ N(ﬂSCOV O-.Szcol)

7 — Scol _ E(Scol)
\/var(scol)

Aproximacdo Gama (transladada)

E(Scot) = af +k var(Scor) = aﬁz )4

(s — k)“‘le_%
el (a)

fs(s) =

~ N(0,1)

E

(

Scol_E(Scol)

Gscol



Calcule o valor do prémio puro do exemplo 1
(utilizando o principio do percentil) de modo que a
probabilidade do sinistro o superar nao exceda a 5%
(utilizando aproximacao pela distribui¢do normal).

P(S,,; <) = 0,95

[lg = 2200 4+ 1964,688 (1,645) = R$5431,91



(0,36 s=0
0,0240 s = 1000
0,0724 s = 2000

Pe.o(s) =40,3864 s =3000

0,0164 s = 4000

0,0384 s = 5000

10,1024 s = 6000

Calcule o prémio puro de risco considerando que o limite de indenizacdo para
essa carteira seja de R$4000,00.



(0,36 s=0
0,0240 s = 1000
0,0724 s = 2000

Pe.o(s) =40,3864 s =3000

0,0164 s = 4000

0,0384 s = 5000

10,1024 s = 6000

Calcule o prémio puro de risco considerando que o limite de indenizacdo para
essa carteira seja de R$4000,00.

v | Seor. S.o; < 4000
4000, S.o1 = 4000

[y = E(Y) = E(S¢o1;4000)

3000 6000

Iy = z sp(s) + z 4000 p(s) = R$1956,8

s=0 s=4000



Modelo de Risco Coletivo

Vantagens

Danos agregados em dada posicao no tempo
(Evolugao temporal por meio de processo estocastico).

Formulas simplificadas,

Desvantagem
Precisao

Premissa de que as variaveis sejam iid.
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